Assoziativitat des Wegprodukts

nEl= $Assunptions =0 <t <1&0<s <1

ouzl= 0=t <1&0=<s <1

Wir wollen zeigen, dass das Wegprodukt assoziativ bis auf Homotopie relativ der Endpunkte ist. Dazu definieren wir zuerst das
Produkt von Wegen:

= WegProdukt [a_, B_]1[t_] :=Piecewse|

1
{{ar2t1, 0=t = ;},

1
{BI2t -11, ;st < 1}}]

Berechnen wir damit die beiden moglichen Klammerungen. Ziel ist es, eine Homotopie zwischen den sich ergebenden Wegen
zu finden.

WegPr odukt [WegPr odukt [a, B], ¥]1[t] 7/ Sinplify

1
aldt] tsZ
oulgl= Y B[-1+4t] <t
y[-1+2t] True

1

< < =

2
n37:= WegProdukt [a, WegProdukt [B, w]1[t] // Sinplify

a2t 2t <1
outa7)= § B[-2+41] §<t sj—
Y[-3+4t] True

Dazu unterteilen wir das Quadrat in 3 Bereiche, begrenzt durch 4 Geraden:

1
nej= separators([s_] : = {0, 4_+ —s, —+—s, 1}

out[40]=

Die ldee ist, jedes der Vierecke seinerseits zu einem Quadrat deformieren und z.B. auf dem linken Viereck die "konstante"
Homotopie zwischen « und sich selbst auszufihren.

in4)= linel [s_] = separators[s][2];
liner[s_] =separators[s][31;
wi dt hl [s_] = separators[s][2] -separators[s][1l]
wi dthr [s_] = separators[s][4] - separators[s][3]

1 s
out26]= — + —
4 4
1 s
outR7l — - —
2 4

Definieren wir also die Deformationen ...
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5= Assfa_, B_, ¥_][t_, s_]:=
t -0

a| ——————|,

{ [widthl [s]]

t -linel [s]

Bl———
1/4

t -liner[s]

1}

... und priifen, dass sie auf den beiden Schrégen Gibereinstimmen:

wi dt hr [s]

;o= Ass[a, B, ylI[linel [s], s1I{1l, 2}1
Ass[a, B, y1[liner[s], s1[{2, 3}1

ou3o= {a[l], B[0]}
oufzi)= {B[1], ¥[0]}

Denn nach Voraussetzung sind @ und 8 sowie 8 und y verknipfbare Wege.
Damit kénnen wir die Homotopie zwischen den verschiedenen Klammerungen definieren - diese st stetig, da die Einschréankung
auf jedes der abgeschlossenen Vierecke offensichtlich stetig ist.

in[161= Assoziator [a_, B_, ¥_][t_, s_]:=Piecew se[
{{Ass[a, B, ¥1[t, s1[11, O =<t <linel [S]},
{Ass[a, B, ¥][t, s1I21, linel [s] <t <liner[s]},
{Ass[a, B, ¥][t, s1I31, liner[s] <t <1}}]

in3s)= H= Assozi ator [a, B, ¥];
H[t, s]1 // Sinmplify

O([fjs} 1+s =4t
out[3g)= B[-1-s+4t] -2<s-4t <-1
Y[%] 2+s <4t

0 True

Wir testen, dass dies wirklich eine Homotopie zwischen (@ 8)y und a (B y) ist ...

inzol:= H[t, 01 // Sinplify
H[t, 11 /7 Sinplify

af4t) 4t <1

out20]= § B[-1+41t] %<ts§
y[-1+2t] True
al2t] 2t <1

out[21]= B[-2+41] §<t s%

Y[-3+4t] True

... dieauch relativ der Endpunkte ist.

in22):= Simpli fy[H[O, s]]
Sinplify[H[1, s]]

out22]= a[0]

out23= Y [1]



